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Физические основы современной небесной механики были установлены
Ньютоном в конце XVII века. С тех пор на протяжении почти трех столетий
изучение эволюции планетных и спутниковых орбит в Солнечной системе
оставалось основной задачей небесной механики. Ситуация начала меняться
примерно в середине прошлого века. Космическая эра сделала актуальными
многие другие приложения небесной механики.

Вместе с развитием космонавтики происходило (и продолжается в на
стоящий момент) стремительное развитие наземной и космической наблю
дательной техники. В результате наряду с многими важными открытиями
в астрофизике и звездной астрономии были открыты первые внесолнечные
планеты. В настоящее время количество известных экзопланет быстро растет
и уже измеряется тысячами. Наблюдения показывают, что по своим физи
ческим и динамическим характеристикам внесолнечные планетные системы
существенно отличаются друг от друга. Например, в этих системах плане
ты могут обращаться по очень вытянутым орбитам (эксцентриситеты могут
превышать значения 0.3÷0.4). Или, например, в планетной системе экватори
альная плоскость центральной звезды может быть почти перпендикулярной
к плоскостям планетных орбит (системы Kepler-56 и WASP-17).

Разнообразие орбитальных и массовых параметров экзопланетных си
стем означает, что в этих системах могут наблюдаться разные эволюционные
картины. В связи с этим задача исследования орбитальной эволюции Солнеч
ной системы, у истоков которой стояли еще Лагранж и Лаплас, приобрела
естественное развитие и не утратила своей актуальности. Исследователи для
построения и проверки своих планетных теорий имеют теперь в своем распо
ряжении данные не только о Солнечной системе, но и о большом количестве
других реальных планетных систем.

Обычно теория орбитальной эволюции планетных систем, и прежде все
го Солнечной системы, разрабатывается исследователями для двух суще
ственно различных интервалов времени. Прежде всего рассматриваются кос
могонические времена. Это относится ко всем известным планетным систе
мам, включая Солнечную. Также рассматриваются более короткие времена,
сопоставимые с временем характерного года в планетной системе. Теория дви
жения планет на коротких временах (несколько столетий вперед и назад от
настоящего момента) актуальна в настоящее время только для Солнечной
системы.
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Терминологическое замечание. Обычно под космогоническими времена
ми для данной планетной системы подразумевают такие промежутки време
ни, которые сравнимы со временем ее существования. Такие временные ин
тервалы намного (обычно на девять-десять) порядков превосходят характер
ное время обращения планет вокруг главной звезды. В настоящей работе под
космогоническими временами мы будем всегда понимать промежутки време
ни порядка 104 ÷ 107 земных лет. С точки зрения специалистов по небесной
механике, а также с точки зрения смежных областей естествознания (речь
идет в первую очередь об астробиологии, климатологии и палеоклиматоло
гии) такие временные интервалы в эволюции планетной системы представ
ляют наибольший интерес для изучения. Например, астрономическая теория
климата ледниковых и межледниковых периодов Земли (теория циклов Ми
ланковича) строится на временной шкале длительностью в миллионы лет.
Далее, в большинстве планетных систем, включая Солнечную, на таких вре
менах становится ясным общий характер изменения основных орбитальных
параметров системы.

Указанные два типа планетных теорий (на коротких и космогонических
временах) используются для изучения и решения различных задач.

Основной вопрос, который интересует исследователей при изучении дол
говременной (космогонической) эволюции планетной системы, заключается в
том, устойчива эта система или нет. Под устойчивым движением планетной
системы обычно понимают [см., например, 5, 26] такое поведение оскулиру
ющих эллипсов, при котором исключено падение планет на родительскую
звезду, исключены тесные сближения, столкновения и выбросы планет из си
стемы. Обычно предполагается, что планетная конфигурация все время оста
ется близкой к компланарной, а также, что в любой паре соседних эллипсов
афелийное расстояние внутренней орбиты всегда меньше перигелийного рас
стояния внешней орбиты. Движение такой планетной системы на протяжении
всей ее эволюции происходит в ограниченной области пространства (в пред
положении, что барицентр системы неподвижен), так что сформулированный
тип устойчивости представляет собой специальный случай устойчивости по
Лагранжу.

Теория движения планет Солнечной системы на коротких временах слу
жит для организации оптических наблюдений, задач навигации космических
аппаратов и определения и уточнения основных астрономических постоян
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ных [12, 13, 33]. Главным результатом применения этой теории являются эфе
мериды наиболее крупных тел Солнечной системы. Для создания высокоточ
ных эфемерид следует, помимо основных восьми планет, учитывать влияние
многих других тел и факторов в Солнечной системе. На данный момент созда
но несколько основных версий высокоточных эфемерид. Например, основны
ми отечественными эфемеридами является серия численных эфемерид EPM
(Ephemerides of Planets and the Moon), разрабатываемая с 70-х годов прошло
го столетия [см., например, 2, 14, 15, 33]. С момента своего создания данная
серия эфемерид постоянно совершенствуется и уточняется. Выпуск EPM2019
наряду с другими важными данными содержит барицентрические положения
и скорости основных восьми планет, трех крупных астероидов и пяти объек
тов пояса Койпера [15]. Эфемериды EPM2019 охватывают временной интер
вал 1787-2214 гг. и на данном интервале времени эта эфемеридная модель
может служить эталоном при проверке точности и верности других динами
ческих моделей эволюции Солнечной системы.

Космогоническую эволюцию планетных систем обычно изучают чис-
ленно-аналитическими методами, в основу которых положены идеи метода
осреднения. Для получения осредненных уравнений движения сначала выби
рают систему оскулирующих элементов и систему координат.

В настоящее время наибольшее распространение получили координаты
Якоби [9, 22, 23, 31] и введенные в употребление Пуанкаре [16, §26] канони
ческие гелиоцентрические координаты [1, 30, 32, 34]. Менее распространена
система гелиоцентрических координат Уинтнера [20, §340-§341]. Использова
ние координат Уинтнера в планетной задаче с некоторых точек зрения пред
ставляется более естественным. Например, в отличие от координат Якоби,
гелиоцентрические координаты Уинтнера не требуют разложения возмуща
ющего потенциала системы в ряд по степеням малого параметра. Далее, в
канонических гелиоцентрических координатах Пуанкаре оскулирующий эл
липс каждой планеты определяется искусственным образом по ее гелиоцен
трическому положению и барицентрической скорости. В системе координат
Уинтнера оскулирующая орбита определяется обычным образом по гелиоцен
трическому положению и по вектору гелиоцентрической скорости планеты.

Для разбиения фазовых переменных на группу медленных и группу
быстрых переменных необходимо выбрать какую-либо из систем оскулиру
ющих элементов. Наряду с использованием кеплеровых элементов сейчас в
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исследованиях широко применяются различные системы канонических эле
ментов. Наибольшее распространение получили канонические элементы Пу
анкаре. (Здесь и далее под каноническими элементами Пуанкаре мы подра
зумеваем вторую систему элементов Пуанкаре. Определение первой и второй
канонических систем Пуанкаре можно найти в руководстве Субботина [19,
стр. 656].) Удобство применения канонических элементов Пуанкаре обуслов
лено тем, что в большинстве изучаемых планетных систем (включая Сол
нечную) эксцентриситеты и наклоны орбит являются малыми величинами.
Соответствующие канонические элементы также малы.

Указанные канонические элементы Пуанкаре являются вещественны
ми. Однако существует несколько комплексных модификаций данных эле
ментов. Все они выводятся из вещественных элементов Пуанкаре с помощью
различных канонических преобразований и поэтому также каноничны. Кра
синский отмечает [1], что данные комплексные системы рассматривались еще
в конце XIX века Харцером. Главное преимущество комплексных элементов
Пуанкаре перед их вещественными аналогами заключается в том, что в ком
плексных элементах основные разложения планетной задачи имеют более
компактный вид. Разница в количестве слагаемых становится особенно за
метной, если разложения строятся с большой точностью. В основном исполь
зуются два варианта комплексных систем Пуанкаре. Первый вариант описан
Красинским в работе [1]. Определение второго варианта можно найти, напри
мер, в работе [30]. Второй вариант предпочтительнее, поскольку дающее его
каноническое преобразование вещественных элементов Пуанкаре сохраняет
функцию Гамильтона как физическую величину (преобразование унивалент
но [7]). В варианте, используемом Красинским [1], гамильтониан домножается
на мнимую единицу.

Для осреднения записанных в оскулирующих элементах уравнений мо
гут использоваться различные методы. Выбор метода зависит от применяе
мой системы элементов (в первую очередь от того, канонична она или нет).
Осредненные уравнения интегрируются численно. На основании результатов
интегрирования можно делать выводы о космогонической эволюции рассмат
риваемой планетной системы. Напомним, в чем заключается основное удоб
ство и достоинство метода осреднения при исследовании орбитальной дина
мики планетных систем на больших временных шкалах. Правые части осред
ненных уравнений зависят только от медленных переменных (в резонансных
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случаях может быть также зависимость от медленных комбинаций быстрых
переменных), поэтому осредненное решение изменяется медленно (в силу на
личия малого параметра в правых частях) и плавно (из-за отсутствия в пра
вых частях быстрых движений). В результате осредненную систему можно
интегрировать с относительно большим шагом по времени.

Описанная последовательность шагов, выполняемая исследователем, за
дает определенный численно-аналитический метод изучения долговременной
эволюции планетной системы. В силу разнообразия существующих систем
оскулирующих элементов, способов разложения возмущающей функции, а
также способов осреднения, на данный момент создано довольно большое ко
личество указанных численно-аналитических методов. Построению одного из
таких методов посвящена настоящая диссертация.

Актуальность темы диссертации. Большой поток наблюдательных
данных заставляет проверять и уточнять существующие планетные теории, а
также создавать новые. Далее, постоянное и стремительное развитие вычис
лительной техники позволяет разрабатывать и применять такие планетные
теории, которые требуют большого объема вычислительной работы. Вплоть
до середины прошлого века многие из таких методов исследования планет
ного движения представляли лишь теоретический интерес, поскольку они
требовали непосильного для докомпьютерной эпохи количества вычислений.
Сформулированные два фактора не единственны, но они играют основную
роль в обосновании актуальности темы диссертации.

Важность исследования орбитальной динамики планетных систем обу
словлена также другими факторами. Многие процессы, происходящие на по
верхности планеты — климатические, химические, геологические, биологиче
ские (в случае наличия у планеты биосферы) — могут существенным образом
зависеть от параметров ее оскулирующей орбиты [25].

Хотя задачи космонавтики значительно расширили сферу применения
небесномеханических методов, рассматриваемая нами тема оставалась акту
альной на протяжении всей второй половины XX века. В этот период в СССР
и за рубежом было выполнено большое количество фундаментальных иссле
дований. Хорошо известен, например, вышедший в 80-х годах прошлого века
цикл работ Ласкара [27, 28, 29], в котором с помощью численного интегриро
вания осредненных уравнений изучается орбитальная эволюция восьми основ
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ных планет Солнечной системы на временном интервале 3·107 лет (107 лет на
зад и 2·107 лет вперед от настоящего момента). До открытия экзопланет Сол
нечная система оставалась основным объектом исследования, однако ее орби
тальная динамика активно изучается и в настоящее время. В начале XXI века
выходит цикл работ Холшевникова, Греба и Кузнецова [3, 4, 22, 23], в котором
рассматривается космогоническая эволюция Солнечной системы в рамках
простейшего двупланетного приближения. Именно, Холшевниковым, Гребом
и Кузнецовым [3, 4, 22, 23] были получены и проинтегрированы осреднен
ные уравнения, описывающие поведение модельной двупланетной системы
Солнце–Юпитер–Сатурн. В результате этого фундаментального исследова
ния было установлено, что эксцентриситеты и наклоны Юпитера и Сатурна
на протяжении 1010 лет остаются малыми и сохраняют близкий к почти-пери
одическому характер изменения. В более свежем цикле работ Перминова и
Кузнецова [9, 10, 11] изучается долговременная эволюция четырехпланетно
го приближения Солнечной системы Солнце–Юпитер–Сатурн–Уран–Нептун.
Перминов и Кузнецов показали [9, 10, 11], что добавление Урана и Нептуна к
системе Солнце–Юпитер–Сатурн не изменяет существенным образом поведе
ние элементов Юпитера и Сатурна. Движение всех четырех планет-гигантов
имеет устойчивый и близкий к почти-периодическому характер. В указан
ных циклах работ [3, 4, 22, 23] и [9, 10, 11] осреднение уравнений движения
выполнено до второго порядка (включительно) по планетным массам. Ис
следованию планетной динамики Солнечной системы посвящено огромное
количество работ. Обзор работ по орбитальной эволюции основных планет
Солнечной системы выполнен Холшевниковым и Кузнецовым в статье [24].

Цель и задачи работы. Основной целью настоящей работы является
разработка численно-аналитического метода и его применение к исследова
нию орбитальной эволюции близких к круговым и компланарным планетных
систем типа Солнечной на космогонических временах. Для достижения по
ставленной цели в работе решаются следующие задачи:

• Разложение базовых функций кеплеровского движения (прямоуголь
ных координат и компонент скорости планеты) по основной системе
оскулирующих элементов. В качестве оскулирующих элементов в на
стоящей работе выбраны комплексные элементы Пуанкаре.
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• Запись гамильтониана планетной системы в гелиоцентрических коорди
натах Уинтнера и разложение полученного представления в ряд Пуас
сона по системе оскулирующих элементов.

• Составление уравнений движения в оскулирующих элементах и осредне
ние этих уравнений. Используемая нами система комплексных элемен
тов Пуанкаре канонична, поэтому данная задача решается с помощью
удобного для таких случаев метода Хори–Депри [6, 8, 21].

• Исследование долговременной эволюции модельных и реальных планет
ных систем с помощью интегрирования осредненных уравнений.

Для решения каждой из четырех сформулированных задач в работе вы
делена отдельная глава.

Путем решения первых трех задач мы строим аналитический аппарат,
необходимый для получения осредненных уравнений. Четвертая задача, за
ключающаяся в интегрировании этих уравнений, решается численным мето
дом.

Научная новизна работы.

• Представлен и применен алгоритм разложения основных функций кеп-
леровского движения по комплексным элементам Пуанкаре. Приведены
явные формулы данного алгоритма. Наряду с разложением прямоуголь
ных координат предложен метод разложения производных по времени
от этих функций.

• С теоретической и практической точки зрения показано, что в пла
нетной задаче система гелиоцентрических координат Уинтнера являет
ся достойной альтернативой ныне широко используемым координатам
Якоби и координатам Пуанкаре. В использовании координат Уинтне
ра заключается существенная часть новизны нашей работы. В настоя
щее время в нашей стране применяются в основном координаты Якоби
(см. цикл работ Холшевникова, Греба и Кузнецова [3, 4, 22, 23] и цикл
работ Перминова и Кузнецова [9, 10, 11]), а за рубежом сейчас в планет
ной задаче исследователи используют, как правило, гелиоцентрические
координаты Пуанкаре [см., например, 32, 34]. В СССР гелиоцентриче
скими координатами Пуанкаре пользовался Красинский [1].
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• Для уравнений, записанных в комплексных элементах Пуанкаре, пред
ставлен и применен на практике алгоритм осреднения.

Научная и практическая ценность. Основная ценность диссертаци
онной работы заключается в том, что построенный численно-аналитический
метод дополняет существующее разнообразие методов исследования планет
ной орбитальной динамики. Множество промежуточных результатов работы
обладает также самостоятельной ценностью.

• Приведены первые члены разложения функций кеплеровского движе
ния по комплексным элементам Пуанкаре. Эти разложения могут ис
пользоваться в любом методе разложения планетной возмущающей
функции, а не только в используемом в настоящей работе.

• Выполненный анализ числа слагаемых в рассмотренных в работе раз
ложениях показывает, что комплексные элементы Пуанкаре позволяют
получать основные разложения кеплеровского и возмущенного движе
ния в компактном виде и с большой точностью.

• Показано, что в гелиоцентрических координатах Уинтнера среднее зна
чение дополнительной части возмущающей функции равно нулю. Этот
факт играет важную роль при построении уравнений движения в сред
них элементах.

• В научную базу данных Mendeley Data загружен большой отрезок раз
ложения возмущающей функции (см. ссылку во второй главе). Разло
жение находится в базе данных Mendeley Data в свободном доступе.
Получение данного отрезка является трудоемкой задачей, требующей
выполнения большого количества промежуточных разложений невоз
мущенного движения. Исследователей же для построения планетных
теорий не интересуют разложения невозмущенной задачи двух тел. Им,
как правило, необходимо лишь иметь разложение возмущающего потен
циала планетной системы.

Степень достоверности результатов. Достоверность полученных в
работе результатов вытекает из согласования решений точной и осредненной
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систем уравнений, а также из совпадения с результатами исследований дру
гих авторов в сопоставимых случаях.

Апробация работы. Результаты, полученные в ходе настоящей рабо
ты, докладывались на саминарах Кафедры небесной механики СПбГУ, Ин
ститута прикладной астрономии РАН, а также на следующих научных кон
ференциях: на студенческой конференции «Science and Progress» (г. Санкт
Петербург, 2015 г.); на VI (2016 г.), VII (2018 г.) Пулковской молодежной
астрономической конференции (г. Санкт-Петербург); на 45-ой (2016 г.), 47-ой
(2018 г.) и 49-ой (2020 г.) международной студенческой конференции «Физика
космоса» (г. Екатеринбург).

Объем, структура и содержание работы. Диссертация состоит из
введения, четырех глав, заключения и шести приложений. Главы делятся
на разделы. Разделы могут делиться на подразделы. Нумерация формул, ри
сунков и таблиц внутри каждой главы сплошная. Полный объём диссертации
составляет 167 страниц с 27 рисунками и 12 таблицами. Список литературы
содержит 101 наименование.

Во Введении приводится обоснование актуальности работы, формули
руются основная цель, задачи, научная новизна и практическая ценность
выполненного исследования. Приводятся результаты, выносимые на защиту.
Указывается список статей с основными результатами работы.

В Первой главе определяется основная система оскулирующих элемен
тов. Показывается, в чем заключается преимущество комплексных перед клас
сическими (вещественными) элементами Пуанкаре. Выполняется разложение
основных функций кеплеровского движения. Для решения данной задачи ис
пользуется алгоритм Субботина [19, Глава XX, §10]. Данный алгоритм тре
бует разложения разности эксцентрической и средней аномалии 𝑧3 = 𝐸 −𝑀

в ряд по целым неотрицательным степеням 𝑧1 = 𝑒 sin𝑀 и 𝑧2 = 𝑒 cos𝑀

𝑧3 = 𝑧1 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧
2
2 −

1

2
𝑧31 + 𝑧1𝑧

3
2 −

5

3
𝑧31𝑧2 + 𝑧1𝑧

4
2 −

11

3
𝑧31𝑧

2
2 +

13

24
𝑧51 + . . . (1)

Разложение (1) представляет собой ряд по степеням эксцентриситета с ко
эффициентами, зависящими от средней аномалии 𝑀 . При любом веществен
ном 𝑀 этот ряд сходится абсолютно лишь для значений 𝑒, меньших преде
ла Лапласа [20].
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Алгоритм Субботина указывает путь разложения прямоугольных коор
динат планеты в степенной ряд по вещественным элементам Пуанкаре. Основ
ная цель первой главы заключается в разработке такой модификации данного
алгоритма, в которой вместо вещественных используются комплексные эле
менты Пуанкаре. После разложения прямоугольных координат мы строим
метод разложения прямоугольных компонент скорости планеты.

Вторая глава посвящена разложению гамильтониана системы в ряд
Пуассона. Данная процедура необходима для построения осредненных урав
нений. Разложение строится в гелиоцентрических координатах Уинтнера.
Для разложения обратного расстояния между двумя планетами использу
ется метод Ласкара и Робютеля [30]. Этот метод благодаря определенному
свойству коэффициентов Лапласа дает компактное и удобное представле
ние разложения главной части возмущающей функции. (Способы разложе
ния возмущающей функции, в которых используются эффективные свойства
коэффициентов Лапласа, рассматривались также Субботиным [17, 18].) Об
ратное расстояние в фиксированной планетной паре разлагается по системе
комплексных элементов Пуанкаре в ряд Пуассона

𝑎2
|r1 − r2|

=
∑︁

𝐶ℓ𝑤𝑛𝑋
ℓ1
1 𝑋ℓ2

2 𝑌 ℓ3
1 𝑌 ℓ4

2 �̄�𝑤1
1 �̄�𝑤2

2 𝑌 𝑤3
1 𝑌 𝑤4

2 Exp(𝑛1𝜆1 + 𝑛2𝜆2),

где вещественные коэффициенты 𝐶ℓ𝑤𝑛 = 𝐶ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4𝑤1𝑤2𝑤3𝑤4𝑛1𝑛2
(𝛼) аналитически

выражаются через 𝛼 с использованием коэффициентов Лапласа.
После разложения в ряд Пуассона главной и дополнительной части воз

мущающей функции разбираются основные аспекты ее практического разло
жения. Приводится удобный метод вычисления числа слагаемых в фиксиро
ванном отрезке разложения.

В Третьей главе строятся осредненные уравнения движения. Использу
ется метод осреднения Хори–Депри. Основное внимание уделяется построе
нию систем первого и второго приближения. Гамильтониан 𝐻 = 𝐻0 + 𝜇𝐻1

определяет уравнения первого приближения

�̇�𝑠 = 𝜇
−2i

Λ𝑠

𝜕𝐻1

𝜕�̄�𝑠
, �̇�𝑠 = 𝜇

−i

2Λ𝑠

𝜕𝐻1

𝜕𝑌𝑠
, 1 6 𝑠 6 𝑁. (2)

В нерезонансном случае система (2) воспроизводит основные динамические
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характеристики эволюции орбит. Уравнения второго приближения

�̇�𝑠 =
−2i

Λ

(︂
𝜇
𝜕𝐻1

𝜕�̄�𝑠
+ 𝜇2𝜕𝐻2

𝜕�̄�𝑠

)︂
,

�̇�𝑠 =
−i

2Λ

(︂
𝜇
𝜕𝐻1

𝜕𝑌𝑠
+ 𝜇2𝜕𝐻2

𝜕𝑌𝑠

)︂
, 1 6 𝑠 6 𝑁

(3)

задаются гамильтонианом

𝐻 = 𝐻0 + 𝜇𝐻1 + 𝜇2𝐻2. (4)

Даются общие замечания относительно построения систем более высоких при
ближений. Для случая двух планет строится разложение в ряд Пуассона ко
эффициентов 𝐻1 и 𝐻2 осредненного гамильтониана (4). Обсуждаются осо
бенности этого разложения в многопланетном случае. Разбираются основные
практические аспекты составления и численного интегрирования осреднен
ных уравнений. Дается информация о количестве слагаемых в правых частях
осредненных уравнений и в осредненном гамильтониане.

В заключительной Четвертой главе построенным численно-аналитиче
ским методом исследуется долговременная эволюция нескольких модельных
и двух реальных планетных систем. Рассматриваются только такие системы,
в которых значения (средних) больших полуосей далеки от резонансных. По
лученные результаты сравниваются с результатами других авторов, а также
с результатами интегрирования точных уравнений движения. Сделан вывод,
что уравнения второго приближения (3) описывают поведение планетных ор
бит более точным образом, чем уравнения первого приближения (2). В конце
главы обсуждаются результаты интегрирования осредненных уравнений.

В Заключении приведены основные результаты диссертационной рабо
ты.

Приложения содержат относящийся к первым двум главам вспомога
тельный материал.

Результаты, выносимые на защиту.

1. Предложен и применен метод разложения основных функций кеплеров
ского движения по системе комплексных элементов Пуанкаре.
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2. Представлен и реализован на практике метод разложения гамильтони
ана планетной задачи в гелиоцентрических координатах Уинтнера.

3. Разработан и применен метод построения осредненных уравнений дви
жения в комплексных элементах Пуанкаре.

4. Определены и изучены основные характеристики орбитальной эволю
ции в нескольких модельных, а также в двух реальных планетных си
стемах HD 12661 и 𝜐 Andromedae.

Публикации по результатам работы. Основные материалы диссер
тации опубликованы в следующих работах:
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2. Микрюков Д.В. Разложение гамильтониана планетной задачи в ряд
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