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Реферат 

Пока еще не решенной проблемой в геодезии остается создание международной системы высот, которая по сути 
является системой разностей потенциалов, преобразование которых в линейную меру выполняется по правилам 
принятой системы высот: ортометрической, нормальной или нормально-ортометрической. Поскольку на практике 
в разных нивелирных сетях традиционно применяются разные системы высот (ортометрические — в большинстве 
стран Запада, нормальные — в странах СНГ), то при реализации общей системы высот появляется необходимость 
в выборе наиболее подходящей теории. Для обоснованного выбора нужно естественным образом разработать систе-
му критериев, выполнить контрольные вычисления, сравнить их результаты, и в итоге определить наиболее подхо-
дящую систему не только практически, но и теоретически. Такие исследования можно провести, прибегнув к мате-
матическому моделированию с применением компьютерных программ, например MATLAB. Важным здесь является 
создание адекватной численной  модели, близкой к физической, на примере которой будет выполнена проверка. 
При таких исследованиях особую роль играет отделение исходных определений от рабочих формул, а также четкое 
разделение элементов реального и нормального полей. 

Полученные на основе такого моделирования результаты позволили показать, что нормальные высоты имеют 
намного больше преимуществ по отношению к ортометрическим, самое главное из которых известно давно — это 
строгость вычисления нормальной высоты, в отличие от ортометрической. Тем не менее, и сама нормальная высота 
может рассматриваться как отрезок в трех вариантах: нормаль к эллипсоиду, координатная линия сфероидальной 
системы координат и силовая линия нормального поля силы тяжести. Получен способ высокоточного вычисления 
нормальной высоты как длины координатной линии в сфероидальной системе координат. Установленные преиму-
щества нормальных высот позволяют применять ее в качестве рабочей системы высот в международной системе. 
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Abstract 

The problem in geodesy that has not been solved yet is the development of an international elevation system, which 
is essentially a system of potential differences, the transformation of which gives a linear measure of the elevation system 
used in high-precision leveling (orthometric, normal or dynamic). Since in practice different countries use different height 
systems (e. g. orthometric — in Western countries and normal — in CIS countries) when implementing a general eleva-
tion system, there is a need to select the most appropriate one. For an informed choice, it is necessary to develop a system 
of criteria, perform control calculations, and compare their results, and thereby identifying the most suitable system. 
Such calculations can be carried out by resorting to physical modeling using mathematical tools (MATLAB). The im-
portant thing here is to design an adequate physical model, on the example of which the test will be performed. A special 
role is played by the initial definitions, and a clear separation of the elements of the real and normal fields, since they 
significantly affect the type of height. 

The numerical results obtained on the physical model allowed us to prove that normal heights have much more ad-
vantages over to the orthometric ones. The most important of them has been known for a long time to be the rigor of cal-
culating the normal height, which the orthometric one is lacking. The normal height can be viewed as a segment of three 
lines: normal, coordinate and force. Along the way, a method for calculating the normal height as the length of a coordi-
nate line in a spheroidal coordinate system has been obtained. The established advantages of normal heights allow it to 
be used as a working height system in the international system. 
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Введение 
Создание международной системы высот, In-

ternational Height Reference Frame (IHRF), явля-
ется одной из главных научных проблем в геоде-
зии (Попадьев, Рахмонов, 2022). В своей основе эта 
система высот является системой разностей потен-
циалов ܥ ൌ ܹ െܹ, где ܹ — потенциал в точке 
вычисления, ܹ	— потенциал в начальном пункте 
счёта высот, выраженных затем в линейной мере 
(в виде ортометрической ܪ или нормальной ܪఊ 
высоты). Основная цель создания IHRF — уста-
новление связи нивелирных сетей разных конти-
нентов. 

Теория высот в поле силы тяжести Земли изу-
чена и изложена в трудах многих отечественных 
(Еремеев, Юркина, 1972; Юркина, 1996; Демьянов 
и др., 2009) и зарубежных ученых. Сейчас мы мо-
жем оценить достоинства и недостатки различных 
трактовок и общие соображения этого вопроса, 
разработать критерии сравнения, создать строй-
ную систему доказательств, рассмотреть нормаль-
ную высоту как элемент теории определения 
внешнего гравитационного поля и фигуры Земли 
или в отрыве от нее. Понятие «нормальная высо-
та» было введено в 1951 г. В. Ф. Еремеевым (Ере-
меев, 1951) по предложению М. С. Молоденского, 
вместо используемого до этого рабочего термина 
«вспомогательная высота», поскольку «нормальная 
высота» лучше соответствует физическому смыслу 
и отнюдь не играет вспомогательную роль. 

Важным при выборе той или иной системы 
высот является удобство применения в конкрет-
ных условиях, определяемых обликом планеты 
или ее спутника. 

Сравнивать ортометрическую и нормальную 
высоты можно с разных сторон. Определим следу-
ющие основные критерии сравнения: 

1. Возможность теоретически точного вычис-
ления на основе измеренной разности потенциа-
лов. 

2. Поведение высот на земной поверхности. 
Исследования высот на земной поверхности охва-
тывают период с 1950 по 1970 гг., и их результаты 
изложены, в основном, в Трудах ЦНИИГАиК 
(Еремеев, 1951; Еремеев, Юркина, 1972). 

3. Поведение высот внутри Земли наглядно 
представлено в статье (Попадьев, 2018), при этом 
использованы методы, схожие с «наземными», ко-
торые применялись в работах 1950–1970-х гг. 

4. Поведение высот над земной поверхностью 
на большом удалении (асимптотические свойства) 
отражено в докладе (Popadyev, Rakhmonnov, 2022). 

5. Поведение высот на уровенных поверхно-
стях замкнутых водоемов и гидротехнических со-
оружений достаточно хорошо известно: здесь оп-
тимальными являются динамические высоты; эти 
случаи являются хоть и частными, но важными 
для практики. 

Несмотря на проработку первых двух крите-
риев, вопрос о применимости ортометрических вы-
сот до сих пор актуален для многих авторов. По-
следние десятилетия разрабатываются способы 
«почти точного» вычисления ортометрической вы-
соты, что связано напрямую с увеличением знаний 
о строении верхних слоев земной коры, несмотря 
на то что в статье (Vaniček et al., 2012) указано на 
значительную составляющую ортометрической 
высоты, связанную со строением земной коры и 
распределением масс в ней. Поскольку основная 
функция системы высот — это решение приклад-
ной задачи обработки данных высокоточного ни-
велирования, можно было бы не обращать внима-
ния на мелкие отличия в высотах, возрастающие 
очень медленно и не превосходящие по разным 
оценкам 1–1.5 м. С определением ортометриче-
ской высоты связывают возможность точного опре-
деления геоида: разные, часто повторяющиеся ас-
пекты этого вопроса рассмотрены авторами более 
50 научных работ (Tenzer et al., 2003). В других 
публикациях нормальную систему высот ставят 
под сомнение, попутно утверждая, что геоид и ор-
тометрическая высота могут быть определены 
с точностью до сантиметра (Foroughi et al., 2017). 
Авторы (Vaniček et al., 2012) идут еще дальше, 
утверждая, что применение метода Стокса – Гель-
мерта, а также современные подробные знания 
о распределении масс земной коры позволят опре-
делить высоту геоида с такой же точностью, что и 
высоту квазигеоида (аномалию высоты). В (Patro-
ba, Yoichi, 2015) предпринята попытка строго вы-
числить ортометрические высоты на 816 GPS-стан-
циях, распределенных на 4 японских островах. 
Неудивительно, что при таком потоке новой ин-
формации теряется возможность сопоставить раз-
личные точки зрения и проверить корректность 
выводов. В этом и есть упущение российских спе-
циалистов, считавших вопрос давно закрытым 
и потому молчавших последние десятилетия. 
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Прежде всего, перед сравнением выясним ос-
новные неустранимые недостатки ортометриче-
ской системы высот: 

1. Невозможно практически точно вычислить 
длину отрезка реальной силовой линии от геоида 
до точки земной поверхности, что в первую оче-
редь связано с незнанием распределения масс.  

2. Следует отметить, что даже если распреде-
ление масс известно, возникают трудности с вычис-
лением объемных интегралов для каждого репера, 
в пределе интегрирование должно проводиться по 
всему объему планеты для каждого репера и каж-
дого малого участка реальной силовой линии. Су-
ществует способ приближенного решения, но 
практически нельзя оценить его окончательную 
точность.  

3. Разность ортометрических высот по опреде-
лению практически равна разности геодезических 
высот — «вертикальной длины» нормали к эллип-
соиду, что не отражает поведение гравитационно-
го поля с высотой. 

Даже если все эти трудности преодолены, то и 
в этом случае нормальная высота имеет ряд пре-
имуществ перед ортометрической. При этом недо-
статки ортометрической высоты становятся пре-
имуществами нормальной высоты: 

1. Нормальные высоты вычисляются принци-
пиально строго (они однозначно связаны с дина-
мическими высотами, имеющими узкую область 
применения на одной уровенной поверхности). 

2. При обработке данных высокоточного ниве-
лирования существенно уменьшаются невязки 
в нивелирных полигонах (в пределе до нуля), при 
этом требования к знанию реального поля вдоль 
линии нивелирования достаточно низкие. Суще-
ствует возможность вычисления поправки за пе-
реход от измеренных превышений к разностям 
нормальных высот даже по модели внешнего гра-
витационного поля, аналитически продолженной 
до земной поверхности. 

3. Уровенные поверхности, пересекающие фи-
зическую поверхность Земли, в районе работ более 
важны для практики, чем геоид, поскольку при 
геодезических измерениях приходится иметь дело 
именно с ними. Их высота над поверхностью тел-
луроида дает высоту квазигеоида (аномалию вы-
соты), связанную с нормальной и геодезической 
высотой. 

Как уровенная поверхность с потенциалом W0 
геоид относится к существующим в природе эле-
ментам реального поля (Огородова, 2013), но  
поскольку он выбирается исходя из близости  
(в геометрическом или физическом смысле) к по-
верхности океана, на подавляющей территории 
суши трудно наблюдать геоид. Тем не менее, 
принципиальная невозможность отыскания геои-
да на суше — также одно из частых заблуждений 
сторонников теории Молоденского, поскольку 

можно указать несколько вариантов практического 
отыскания геоида (Попадьев, Рахмонов, 2022; Popa-
dyev, Rakhmonov, 2022), представленных на рис. 1: 

— с использованием скважинного гравиметра 
в вертикальной шахте (вертикальное геометриче-
ское нивелирование), при этом отсчеты силы тя-
жести и глубины опускания берутся до тех пор, 
пока их сумма не сравняется с геопотенциальным 
числом в точке вычисления; этот вариант указан 
еще Молоденским; 

— геометрическое нивелирование по склонам 
карьера, где разность потенциалов накапливается 
обычным методом; этот вариант можно реализо-
вать, извлекая грунт вплоть до отметки W0, 
наблюдаемой на берегу океана; 

— строго горизонтальная шахта от берега или 
футштока, где нивелирование выполняется по по-
верхности геоида с постоянным нулевым прира-
щением потенциала путем проведения горизон-
тальной штольни от берега океана, пол которой 
вынесен с нулевым превышением; из всех пред-
ставленных вариантов этот вариант наиболее 
трудный для реализации. 

 

Рис. 1. Практические способы отыскания геоида: a) с 
использованием скважинного гравиметра в вертикаль-
ной шахте; b) геометрическое нивелирование в глубь 
карьера; c) строго горизонтальная шахта от берега или 
футштока 
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Авторам статьи неизвестны попытки практи-
ческой реализации хотя бы одного метода отыска-
ния реального геоида (но этого нельзя исключать 
в будущем). Дальнейшие рассуждения будут свя-
заны с предположением, что все указанные прин-
ципиальные трудности определения ортометриче-
ских высот устранены, и мы оперируем только с их 
точными значениями. 

Определение нормальной высоты как длины 
координатной линии сфероидальной  
системы координат 

При рассмотрении (асимптотических) свойств 
нормальной и ортометрической высот можно убе-
диться в том, что на достаточно большом удалении 
от земной поверхности (10 000–20 000 км) разли-
чия между уровенными поверхностями реального 
и нормального поля становятся неотличимы. При 
удалении от Земли на одной и той же уровенной 
поверхности реального поля нормальные высоты 
будут меняться плавнее и медленнее, ортометри-
ческие же будут меняться резче, поскольку по 
определению они отсчитываются от поверхности 
геоида, «фиксированного» вблизи земной поверх-
ности. На рис. 2 синим цветом показаны преуве-
личенные в масштабе «волны» геоида, вследствие 
чего ортометрические высоты ܪ точек на удален-
ных достаточно гладких уровенных поверхностях 
реального поля будут содержать дополнительную 
часть Δܪ. Хотя уровенные поверхности реального 
и нормального полей сливаются, длины соответ-
ствующих силовых линий будут отличаться на ве-
личину Δܪ, так что на достаточно удаленной уро-
венной поверхности две близкие точки, имеющие 
одно геопотенциальное число, будут иметь прак-
тически одну нормальную высоту (показана на 
рис. 2 зеленым отрезком), но их ортометрические 
высоты будут разниться существенее. Это связано 
с тем, что при удалении от аномальных масс соот-
ветствующая высота квазигеоида (аномалия высо-
ты) стремится к нулю вместе с аномальным потен-
циалом, а нормальная высота асимптотически 
стремится к отрезку силовой линии нормального 
поля от эллипсоида до точки. Высота геоида же не 
меняется. 

В меньшей степени эта ситуация проявляется 
и вблизи земной поверхности, что позволяет сде-
лать вывод о том, что теоретически нормальные 
высоты в среднем являются более подходящими 
к неоднородному гравитационному полю, чем ор-
тометрические. Тем не менее, и у системы нор-
мальных высот есть теоретические трудности, 
о чем будет сказано ниже. 

В существующей специальной литературе 
(Еремеев, Юркина, 1972) имеются разные трактов-
ки, лежащие в определении нормальной высоты, 
в зависимости от направления кривой, по которой 
вычисляется отрезок. Криволинейный интеграл,  
 

 

Рис. 2. Поведение ортометрической высоты на большом 
удалении от Земли (серая заливка); на цветной шкале 
показано сечение уровенных поверхностей потенциала 
силы тяжести, проведенных с шагом 100 000 м2/с2 

соответствующий нормальной высоте, можно вы-
числять вдоль трех направлений (рис. 3): по нор-
мали к поверхности эллипсоида, по силовой линии 
нормального поля силы тяжести, вдоль коорди-
натной линии сфероидальной системы координат 
(Попадьев, Рахмонов, 2022; Popadyev, Rakhmonov, 
2023).  

Геометрическое определение нормальной вы-
соты как длины отрезка нормали к эллипсоиду (ܪ 
на рис. 3) не имеет какого-то особого физического 
смысла; если в качестве опорного направления 
взять нормальную силовую линию (ߛ на рис. 3), то 
такой способ определения нормальной высоты 
максимально приближается к определению орто-
метрической высоты (только названия реального 
поля заменяются на названия элементов нор-
мального поля). Определение нормальной высоты 
как длины отрезка силовой линии нормального 
поля также не лишено недостатков: у двух близ-
ких точек одной уровенной поверхности, сильно 
удаленной от планеты, могут быть существенно 
разные длины силовых линий (рис. 4). Примене-
ние силовой линии неудобно и с точки зрения 
асимптотических свойств нормальной высоты на 
еще более существенном удалении от притягива-
ющего тела, где градиент поля силы тяжести ме-
няет знак. Эти недостатки отсутствуют у способа 
вычисления нормальной высоты как длины коор-
динатной линии в сфероидальной системе коор-
динат (ߛ на рис. 3), хотя в этом случае в физиче-
ское понятия, бескоординатное по своей природе, 
опять же включается элемент какой-то коорди-
натной системы. Для обеспечения всех практиче-
ских потребностей наземной геодезии, а также для 
использования в задачах теории фигуры Земли   
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Рис. 3. Направления, используемые в нормальной системе высот: ܪ	— нормаль к уровенному эллипсоиду, ߛ — сило-
вая линия нормального поля, ݓ — координатная линия сфероидальной системы координат 

необходимы высокоточные вычисления нормаль-
ной высоты и при этом нужны выражения, обеспе-
чивающие запас точности по крайней мере на 
один порядок выше, чем 0.1 мм (существующее 
численное разрешение при обработке высокоточ-
ного нивелирования). 

В публикации (Юркина, 2004) М. И. Юркина 
предложила следующий способ вычисления нор-
мальной высоты как длины координатной линии 
сфероидальной системы ݑ, ܾ,  :ܮ
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(1) 

где геодезическая долгота L в выражениях не 
присутствует, другие обозначения: 

ଷܤ ൌ ܾᇱଶ  ܾᇱܾ  ܾ
ᇱଶ, 

ହܤ ൌ ܾᇱସ  ܾᇱଷܾ  ܾᇱܾ
ଷ  ܾ

ସ. 

Под сфероидальной системой понимается се-
мейство координатных эллипсоидов, софокусных 
отсчётному эллипсоиду с полуосями ܽ, ܾ, на по-
верхности которых постоянна третья координата 
-При этом у всех координатных эллипсоидов по .ݓ
стоянна половина расстояния между фокусами: 

ܿ ൌ ඥܽଶ െ ܾଶ ൌ const, 

также первой координатой служит приведенная 
широта ݑ, обобщенная на случай произвольных 
точек вне отсчетного эллипсоида, а вторая коор-
дината — долгота. Аналогом третьей координаты 
-может служить малая полуось ܾ текущего коор ݓ
динатного эллипсоида. 

К сожалению, при выводе этих выражений 
ошибочное отбрасывание членов значимого по-
рядка в разложении арккотангенса в ряд Макло-
рена снизило точность выражения, и рабочие 
формулы М. И. Юркиной были исправлены и при-
ведены к виду: 
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Рис. 4. Недостаток определения нормальной высоты как 
длины силовой линии. Пунктиром показана силовая 
линия, проходящая через точку разрыва непрерывности 
потенциала силы тяжести 

Нормальная высота ܪఊ как длина отрезка ко-
ординатной линии w сфероидальной системы ко-
ординат есть следующий криволинейный инте-
грал 1-го рода: 

Hఊ= න ܿඥch2ݓ 	– 	cos2 u dw

w'

w0

, 

что после преобразований, представленных в (По-
падьев, Рахмонов, 2022), можно представить в виде: 

 

Hఊ= cቌܪ න dw ܪଵ න ch w dw	

w'

w0

w'

w0 

 

ܪଶ න ch2 w dw	ܪଷ න ch3 w dw

w'
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  ⋯
w'

w0

ቍ 

, 

(3) 

где коэффициенты: 

ܪ ൌ 	ටch2 w0 	– 	cos2 u – 
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и последующие вычисляются с любой точностью по 
координатам точки на эллипсоиде u, v, w0, где вы-
полнено разложение. 

Здесь следует использовать табличные инте-

гралы:	∫ ch2 w dw = sh 2w

2
 + 1

2
w,				  ch3 w dw  = sh3 w

3
 +  

	sh w и др. 
Сам алгоритм высокоточного вычисления 

нормальной высоты может быть реализован на со-
временных ПК и состоит из трех основных шагов: 

1. Вычисление нормальной высоты в первом 
приближении по рабочей формуле и соответству-
ющего приближенного значения третьей сферои-
дальной координаты ݓᇱ или ܾᇱ. 

2. Уточнение третьей сфероидальной коорди-
наты ݓᇱ или ܾᇱ точек, расположенных на теллуро-
иде из условия Молоденского о равенстве разности 
нормального потенциала и реального геопотенци-
ального числа. 

3. Вычисление криволинейного интеграла в 
пределах от ݓ до ݓᇱ в соответствии с (3). 

Контрольные вычисления, выполненные по 
этому алгоритму, показывают следующую абсо-
лютную ошибку в разности потенциала на втором 
шаге: 

на высоте 10 км: от 2·10–5 м2/с2 на экваторе до 
2·10–6 м2/с2 на полюсе; 

на высоте 50 км: от 0.0015 м2/с2 на экваторе до 
2·10–6 м2/с2 на полюсе; 

на высоте 100 км: от 0.019 м2/с2 на экваторе до 
7·10–6 м2/с2 на полюсе. 

Заключение 
Новые представления о месте ортометриче-

ских и нормальных высот в современной физиче-
ской геодезии позволяют определить преимуще-
ства и недостатки ортометрической и нормальной 
систем высот, а также обсудить варианты нор-
мальных высот с различных позиций. Удобство 
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применения нормальных высот для практических 
и теоретических задач обосновано независимо от 
теории Молоденского и не связано с решением 
геодезической краевой задачи по определению 
аномального потенциала. 

Определение нормальной высоты как длины 
координатной линии сфероидальной системы ко-
ординат более обосновано, чем представление 
о нормальной высоте, как длине отрезка силовой 
линии нормального поля. Вычисление нормаль-
ной высоты как длины силовой линии нормально-
го поля не имеет преимуществ перед вычислением 
нормальной высоты как длины отрезка коорди-
натной линии сфероидальной системы. 

Новое выражение для высокоточного вычис-
ления нормальной высоты имеет высокую точ-
ность на больших расстояниях от Земли, где гра-
витационное поле стремится к сферической струк-
туре вместе с координатными линиями сферои-
дальной системы. В земных условиях на высотах 
до 8 км точность вычисления нормальной высоты 
достигает 0.001 мм. 
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