
Труды Института прикладной астрономии РАН, вып. 54, 2020 

44 

Об аппроксимации влажной тропосферной задержки  
в зените случайным блужданием 
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Реферат 

Одна из важнейших проблем обработки данных космической геодезии — учет некоторых быстро меняющихся 
параметров, в том числе флуктуаций влажной части тропосферной задержки в зените (ZWD, Zenith Wet Delay). 
Учет данного параметра особенно важен при анализе данных РСДБ и ГНСС. Стандартным методом обработки дан-
ных параметров является аппроксимация некоторым стохастическим процессом, чаще всего случайным блужданием. 

Цель данной работы — вычисление параметра случайного блуждания для моделей с трендом и без тренда по 
результатам наблюдений радиометра водяного пара (РВП) за 2019 г. для станций «Светлое», «Зеленчукская» и «Ба-
дары», а также анализ качества модели. Для оценки параметра случайного блуждания применялись методы Кал-
мана и коллокации — для моделей без тренда и с трендом соответственно. Для ускорения вычисления оценок в 
случае модели с трендом был предложен алгоритм быстрого решения линейной системы с матрицей специального 
вида, представляющий собой модификацию известного метода прогонки. Наконец, для проверки качества получен-
ной оценки использовалось сравнение спрогнозированного значения ZWD со значением, полученным РВП. 

В статье вычислена оценка параметра нормального случайного блуждания стохастической части ZWD для мо-
делей случайного блуждания с трендом и без тренда для станций «Светлое», «Зеленчукская» и «Бадары» по резуль-
татам РВП-наблюдений. Методом Шапиро – Уилка, а также визуально проверено соответствие данных и модели. 
Показано, что нормальное случайное блуждание является достаточно грубым приближением и достоверно описыва-
ет данные лишь в тех случаях, когда значения ZWD малы. Кроме того, установлено, что модель блуждания с ли-
нейным трендом на коротких интервалах дает более точное приближение, чем модель без тренда. 

Ключевые слова: влажная тропосферная задержка в зените, радиометр водяного пара, стохастическая ап-
проксимация, радиоинтерферометрия со сверхдлинной базой. 
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Abstract 

One of the important problem of data processing of space geodesy is the accounting of some rapidly meant parame-
ters, including fluctuations of zenith wet delay (ZWD). Accounting for the given parameter is especially important in ana-
lyzing VLBI and GNSS data. The standard method of processing these parameters is the approximation by some stochas-
tic process, most often by a random walk. 

The purpose of this work is to calculate the random walk parameter for models with a trend and without a trend 
based on the results of water vapor radiometer (WVR) observations in 2019 for the stations “Svetloe”, “Zelenchukskaya” 
and “Badary”, as well as an analysis of the model quality. To estimate the random walk parameter, the methods of Kal-
man and collocation were used for the models without a trend and with a trend, respectively. To speed up the calculation 
of estimates in the case of the model with a trend, an algorithm for the rapid solution of a linear system with matrix of a 
special appearance. This algorithm is a modification of the well-known tridiagonal matrix algorithm. Finally, a compari-
son of the predicted ZWD value with the value obtained by the WVR was used to check the quality of the assessment. 

The paper presents the calculation of the maximum likelihood estimate for the parameter of the normal random 
walk of the ZWD stochastic part for random walk models with and without a trend. The obtained algorithms  were ap-
plied to WVR observations at the “Svetloe”, “Zelenchukskaya”, and “Badary” stations. The compliance of the data and the 
model was verified using Shapiro–Wilk test, and visually. It is shown that the normal random walk is a rather rough ap-
proximation and describes adequate the data only in cases where the ZWD value is small. In addition, it was established 
that random walk with a linear trend in short intervals gives a more accurate approximation than the model without a 
trend. 



Труды Института прикладной астрономии РАН, вып. 54, 2020 

45 

Keywords: tropospheric zenith wet delay, water vapor radiometer, very long baseline interferometry, stochastic  
approximation. 

Contacts: Aleksey A. Kudelkin (aa.kudelkin@iaaras.ru). 
Received 2 September, 2020, accepted 9 October, 2020, published 30 October, 2020. 

For citation: Kudelkin A. A. Zenith wet delay approximation by random walk // Transactions of IAA RAS. 2020. 
Iss. 54. P. 44–51. 

https://doi.org/10.32876/ApplAstron.54.44-51 
 

Введение 

При решении задач обработки данных косми-
ческой геодезии методами сглаживания и филь-
трации Калмана, а также методом коллокации 
возникает необходимость рассматривать некото-
рые быстро меняющиеся параметры как стохасти-
ческие процессы с известными ковариационными 
функциями ݇ሺݐ, ,ݐ ሻ, гдеݏ -временные перемен — ݏ	
ные. Особенную важность представляет учет сто-
хастических параметров атмосферы, поскольку 
точность вычисления тропосферной задержки  
сигнала оказывает существенное влияние на ка-
чество определения ПВЗ. 

Не существует однозначно верного стохастиче-
ского описания ZWD; в различных статьях и про-
граммных реализациях предлагаются разные мо-
дели. Так, Т. А. Херринг [1] предлагает использо-
вать случайное блуждание 

݇ሺݐ, ሻݏ ൌ ݐminሺ	ߔ െ ,଴ݐ ݏ െ  ଴ሻݐ

с коэффициентом случайного блуждания ߔ = 
= 5800 мм²/день и ݐ଴ ൌ ,ݐ) 0 ,଴ݐ -модифицирован — ݏ
ные Юлианские даты); данная оценка использует-
ся при анализе РСДБ-наблюдений в программе 
«VieVS@GFZ» — локальной версии известного па-
кета «VieVS», применяющегося в German Research 
Centre for Geosciences [2]. В программе обработки 
РСДБ-наблюдений «OCCAM» также используется 
случайное блуждание, но с коэффициентом 
ߔ ൌ 1944	мм²/день и с начальной ковариацией 
13935 мм² (что соответствует случаю, когда случай-
ное блуждание начинается за ݐ଴ ൌ 7.168 сут до пер-
вого наблюдения) [3]. В. С. Губанов выводит модель 
ZWD, исследуя внутрисуточные флуктуации эйко-
нала тропосферы, и определяет ZWD как стацио-
нарный случайный процесс с линейным трендом и 
ковариационной функцией [4, стр. 268–277]: 

݇ሺݐ, ሻݏ ൌ
ఙమ

cosሺఝሻ
݁ିఈ|௧ି௦|cosሺݐ|ߚ െ |ݏ ൅ ߮ሻ, 

где ߪ ,߮ ,ߚ ,ߙଶ — параметры, зависящие от стан-
ции. Данное описание используется в программ-
ном пакете «Quasar» [5]. 

Кроме определения ZWD методами космиче-
ской геодезии, параметр влажной зенитной за-
держки также можно вычислить с помощью ра-
диометра водяного пара (РВП) [6]. Данные наблю-
дения имеют важные особенности, существенно 
упрощающие их анализ. В отличие от техник кос-
мической геодезии, определяющих десятки раз-
личных параметров, наблюдения с помощью РВП 

определяют только параметр зенитной задержки. 
Более того, ГНСС и РСДБ позволяют определить 
ZWD на всей небесной сфере, рассматривая дан-
ную задержку как функцию от влажной тропо-
сферной задержки в зените и градиента влажной 
тропосферной задержки, что связано с распреде-
ление ГНСС-спутников или квазаров на небесной 
сфере, в то время как РВП определяет задержку 
только в направлении зенита. Эти преимущества 
позволяют использовать данные РВП для анали-
тически оптимального определения стохастиче-
ских параметров атмосферы в некоторых простых 
случаях, в частности при случайном блуждании. 

Статья построена следующим образом. В пер-
вой главе описана модель данных и математиче-
ские основы вычисления параметра ߔ случайного 
блуждания при двух условиях: 1) случайного 
блуждания без тренда и 2) случайного блуждания 
с линейным трендом; рассмотрены модификации 
стандартных методов проверки соответствия моде-
ли априорным условиям для данной задачи. Во 
второй главе приведен анализ данных РВП-на-
блюдений за 2019 г. Для станций «Зеленчукская», 
«Светлое» и «Бадары» вычислен параметр ߔ для 
двух моделей. На основе прогнозов для заранее 
известных наблюдений проверено качество моде-
лей. Сделан вывод о применимости описания па-
раметра ZWD как случайного блуждания. 

Математические основы 
Уравнение оценки параметра случайного  
блуждания ߔ 

Пусть ሼݕ௜ሽ௜ୀଵ
ே  — наблюдения некоторого про-

цесса в моменты времени ሼݐ௜ሽ௜ୀଵ
ே . Предположим, 

что наблюденные данные содержат: некоторый 
шум ߝ௜ с известной дисперсией ߪଶ, не зависящей от 
времени, тренд ݁ሺݐሻ (возможно нулевой), а также 
некоторую стохастическую компоненту, описывае-
мую случайным процессом ݔሺݐሻ с нулевым матема-
тическим ожиданием и ковариационной функцией 
݇ሺݐ, -ሻ, где ܲ — некоторые неизвестные параметܲ|ݏ
ры. В случае если ݁ሺݐሻ непрерывна, мы можем 
разложить ее с нужной точностью по некоторой 
наперед выбранной системе функций (например, 
по ортогональным полиномам либо по базису три-
гонометрического ряда Фурье) ሼ ௜݃ሺݐሻሽ௜ୀଵ

ஶ : ݁ሺݐሻ ൎ	
ൎ ∑ ܽ௜

௡
௜ୀଵ ௜݃ሺݐሻ ൌ G௜ሺݐሻ݁. Обозначив ݔ௜ ൌ ௜ሻ, G௜ݐሺݔ ൌ	

ൌ Gሺݐ௜ሻ, мы получим модель i-того наблюдения: 

௜ݕ ൌ ௜ݔ ൅ G௜݁௜ ൅  .௜ߝ
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Перейдем к векторным обозначениям, положив 

ݕ ൌ ሺݕଵ், … , ேݕ
்ሻ்,

ݔ ൌ ሺݔଵ், … , ேݔ
்ሻ்,

ܽ ൌ ሺܽଵ், … , ܽே
் ሻ்,

ߝ ൌ ሺߝଵ்,… , ேߝ
்ሻ்,

G ൌ ሺGଵ்,… , Gே
் ሻ்.

 

В таком случае модель принимает следующий 
вид: 

ݕ ൌ ݔ ൅ G݁ ൅  (1)   .ߝ

Считая шумы наблюдений независимыми, полу-
чим covሺߝሻ ൌ  .— единичная матрица	ଶId, где Idߪ

Обозначив ковариационную матрицу covሺݔሻ ൌ
ൌ Q, данное уравнение можно записать в терминах 
регрессионного уравнения с дополнительными мяг-
кими условиями, как это делается при выводе ме-
тода коллокации [7] и сглаживания Калмана [8]. 
Соответствующие регрессионные уравнения в слу-
чае аппроксимации с трендом и без тренда соот-
ветственно имеют вид: 

ቀ
ݕ
0ቁ ൌ ቀId G

Id 0
ቁ ቀ
ݔ
݁ቁ ൅ ቀ

ߝ
 ,ቁߜ

ቀ
ݕ
0ቁ ൌ ቀId

Id
ቁ ݔ ൅ ቀ

ߝ
 ,ቁߜ

где cov ቀ
ߝ
ቁߜ ൌ ቀ

Q 0
0 ଶIdߪ

ቁ. Нормируя шумы системы к 

единичной дисперсии, имеем: 

൬ߪ
ିଵݕ
0

൰ ൌ ൬ߪ
ିଵId ଵGିߪ
Qିଵ/ଶ 0

൰ ቀ
ݔ
݁ቁ ൅  (2) ,̂ߝ

൬ߪ
ିଵݕ
0

൰ ൌ ൬ߪ
ିଵId
Qିଵ/ଶ

൰ ݔ ൅  (3) .̂ߝ

Кроме решения данных уравнений методом 
наименьших квадратов, мы также можем оценить 
дисперсию шума ̂ߝ по остаточной сумме квадратов 
[4, с. 46–52] — очевидно, после нормировки дан-
ная величина должна равняться единице. Таким 
образом, получаем следующие системы: 

ە
۔

ۓ
ሺId ൅ Qିଵሻݔ ൅ 	G݁ ൌ ݕ
G்ݔ ൅	G்G݁ ൌ 	G்ݕ

1
ܰ െ dimሺ݁ሻ

൫ିߪଶ∥∥ݕ െ G݁ െ ଶ∥∥ݔ ൅	்ݔQିଵݔ൯ ൌ 1 ,
(4)

ە
۔

ቆIdۓ ൅ Qିଵ
ଶߪ

ߔ
ቇ ݔ ൌ ݕ

1
ܰ
൫ିߪଶ∥∥ݕ െ ଶ∥∥ݔ ൅ ൯ݔQିଵ்ݔ ൌ 1.

 (5)

Рассмотрим теперь матрицу Q в случае, если 
стохастический процесс ݔ описывается случайным 
блужданием. По определению Q௜,௝ ൌ ݇ሺݐ௜,  ௝ሻ, гдеݐ
݇൫ݐ௜, ௝൯ݐ ൌ ,௜ݐሺ	minߔ  ,ߔ ௝ሻ. Вынеся общий множительݐ
получим: Q ൌ  Q෡, Q෡ — постоянная матрица, наߔ
ሺ݅, ݆ሻ-ом месте которой стоит min	ሺݐ௜,  ௝ሻ. Подставивݐ

данное значение в формулы (4), (5), получаем ито-
говые уравнения для вычисления параметра ߔ: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ቀId ൅ Q෡ିଵ

ఙమ

ః
ቁ ݔ ൅ 	G݁ ൌ ݕ

G்ݔ ൅ G்G݁ ൌ 	G்ݕ

ߔ ൌ 	
௫೅෡୕షభ௫

ேିୢ୧୫ሺ௘ሻିఙషమ∥∥௬ିୋ௘ି௫∥∥మ

   (6) 

ە
ۖ
۔

ۖ
ቆIdۓ ൅ Q෡ିଵ

ଶߪ

ߔ
ቇݔ ൌ ݕ

ߔ ൌ
ݔQ෡ିଵ்ݔ

ܰ െ ݕ∥∥ଶିߪ െ ଶ∥∥ݔ
	

 (7)

в случаях модели с ненулевым трендом и без 
тренда соответственно. Заметим, что при решении 
данных уравнений мы также автоматически вы-
числим значения процесса ݔ ൌ ሺݔଵ, … ,  .݁ ேሻ и трендݔ

Решение уравнений находится методом по-
следовательных итераций. В случае уравнения 6: 
пусть ൫݁ሺ௜ሻ, -ሺ௜ሻ൯ — решение, найденное на i-ом шаݔ
ге. Подставляя данные значения в третье уравне-
ние системы (6), найдем новое значение ߔሺ௜ሻ. Ре-
шая линейную систему первых двух уравнений 
системы (6) при ߔ ൌ  ሺ௜ሻ, находим значенияߔ
൫݁ሺ௜ାଵሻ,  ሺ௜ାଵሻ൯. Повторяем данный алгоритм до техݔ	
пор, пока значения ∥∥݁ሺ௠ାଵሻ െ ݁ሺ௠ሻ∥∥, ∥∥ݔሺ௠ାଵሻ െ  ,∥∥ሺ௠ሻݔ
∥∥ሺିߔଵሻሺ௠ାଵሻ െ ሺିߔଵሻሺ௠ሻ∥∥ не превосходят некоторых 
наперед заданных значений — точности вычисле-
ния. 

Алгоритмы быстрого решения систем (6), (7) 
Самый медленный шаг данного алгоритма — 

решение линейного уравнения. При числе наблю-
дений ܰ вычислительная сложность решения 
уравнения ܱሺܰଷሻ. Учитывая, что разрешение  
РВП-наблюдений может достигать 10 с, даже в 
случае часового интервала ܰ ൌ 600, суточного — 
ܰ ൌ14400. 

Для ускорения данного процесса при вычис-
лении параметров модели с нулевым трендом (7) 
использовалось разложение Жордана матрицы 
Q෡ିଵ: Q෡ିଵ ൌ J்߉J, J் ൌ Jିଵ. Поскольку Q෡ିଵ положи-
тельно определена, ߉ — диагональная матрица со 
строго положительными элементами. Сделав за-
мену координат ݔ′ ൌ Jݕ ,ݔ′ ൌ Jݕ, получаем следую-
щее тривиальное уравнение с диагональной мат-

рицей: ቀId ൅ ߉
ఙమ

ః
ቁ ′ݔ ൌ  Таким образом каждая .′ݕ

итерация становится линейной по ܰ. 
В случае системы (6) метод замены координат 

не работает, поскольку появляются дополнитель-
ные члены. Однако в таком случае можно вос-

пользоваться тем фактом, что ሺId ൅ Q෡ିଵ
ఙమ

ః
ሻ —

трехдиагональная матрица и описать некоторое 
обобщение метода прогонки, позволяющее вычис-
лять систему за линейное по ܰ время. 
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Итак, мы имеем следующую линейную си-
стему: 

ە
۔

ۓ
ܽଵݔଵ ൅ ܾଶݔଶ ൅ ܿଵ݁ ൌݎଵ
ܾ௜ݔ௜ିଵ ൅ ܽ௜ݔ௜ ൅ ܾ௜ାଵݔ௜ାଵ ൅ ܿ௜݁ൌݎ௜
ܾேݔேିଵ ൅ ܽேݔே ൅ ܿே݁ ൌݎே
ܿଵ்ݔଵ ൅ ⋯൅ ܿே்ݔே ൅ ܿ݁ ൌݎ

݅ ∈ ሾ2:ܰ െ 1ሿ,    (8) 

где ሼܽ௜ሽ௜ୀଵ
ே , ሼܾ௜ሽ௜ୀଶ

ே , ሼݎ௜ሽ௜ୀଵ
ே  — некоторые числа; 

ሼܿ௜ሽ௜ୀଵ
ே  — матрицы размера ሺ1, ݊ሻ, ܿ — матрица 

размера ሺ݊, ݊ሻ; ݎ — вектор длины ݊. 
Наша первая цель — обнулить коэффициент 

перед ݔ௜ିଵ
௦  в i-ом уравнении системы (8) и таким 

образом получить: 

௜ݔ௜ܣ ൅ ܾ௜ାଵݔ௜ାଵ ൅ ௜݁ܥ ൌ ܴ௜  (9) 

для всех ݅ ∈ ሾ1:ܰሿ. 
Вычисляем по индукции. Очевидно, первое 

уравнение системы (8) уже имеет форму (9), таким 
образом ܣଵ ൌ ܽଵ, ܥଵ ൌ ܿଵ, ܴଵ ൌ  ,ଵ. Предположимݎ
значения ܣ௜ିଵ, ܥ௜ିଵ, ܴ௜ିଵ вычислены. Умножая 
ሺ݅ െ 1ሻ-ое уравнение на ሺെܾ௜ܣ௜ିଵ

ିଵ ሻ и прибавляя i-ое 
уравнение системы (8), получаем: 

ሺܽ௜ െ ௜ିଵܣ
ିଵ ܾ௜

ଶሻݔ௜ ൅ ܾ௜ାଵݔ௜ାଵ ൅ ሺܿ௜ െ ܾ௜ܣ௜ିଵ
ିଵ ௖ݔ௜ିଵሻܥ ൌ

																																ൌ ௜ݎ െ ܾ௜ܣ௜ିଵ
ିଵ ܴ௜ିଵ.

 

Таким образом, находим следующие рекуррент-
ные формулы на коэффициенты уравнения (9): 

ଵܣ ൌ ܽଵ;   ௜ܣ ൌ ܽ௜ െ ܾ௜
ଶܣ௜ିଵ

ିଵ ,
ଵܥ ൌ ܿଵ;   ௜ܥ ൌ ܿ௜ െ ܾ௜ܣ௜ିଵ

ିଵ ,
ܴଵ ൌ ;ଵݎ   ܴ௜ ൌ ௜ݎ െ ܾ௜ܣ௜ିଵ

ିଵ ܴ௜ିଵ.

 

Далее сократим ݔො௜, ݅ ∈ ሾ1:ܰሿ из последнего 
уравнения системы (8). Для этого отнимем урав-
нение (9), домноженное на некоторую константу, 
из ሺܰ ൅ 1ሻ-ого уравнения. Заметим, что в таком 
случае меняются лишь коэффициенты при ݔ௜ାଵ и 
݁, а также правая часть ݎ. Таким образом, после 
ሺ݅ െ 1ሻ шага мы сократим члены ݔଵ௦, … , ௜ିଵݔ

௦ , а также 
изменим коэффициенты ݔ௜

௦, ݔ௖ и правую часть ݎ. 
Таким образом ሺܰ ൅ 1ሻ-ое уравнение системы (8) 
станет: 

ܿ′௜ݔ௜
௦ ൅ ܿ௜ାଵ

் ௜ାଵݔ
௦ ൅ ⋯൅ ܿே

ேݔ்
௦ ൅ ܿᇱ௫

೎
ൌ  .ᇱݎ

Отнимая из этого уравнения уравнение (9),  
домноженное на ሺܿ′௜ܣ௜

ିଵሻ, получим: 

ሺܿ௜ାଵ
் െ ܿ௜′ܣ௜

ିଵܾ௜ାଵሻݔ௜ାଵ ൅ ⋯൅ ሺܿ′ െ ܿ′௜ܣ௜
ିଵܥ௜ሻݔ௖ ൌ

																															ൌ ሺݎ′ െ ܿ′௜ܣ௜
ିଵܴ௜ሻ.

 

Очевидно, начальные значения ܿ′ଵ ൌ ܿଵ், ܿ′ ൌ ܿ,  
′ݎ ൌ  :Следовательно .ݎ

ܿ′ଵ ൌ ܿଵ்;   ܿ′௜ ൌ ܿ௜
் െ ܿ௜ିଵ′ܣ௜ିଵ

ିଵ ܾ௜,

ܿ′ ൌ ܿ െ෍ܿ

ே

௜ୀଵ

′௞ିଵܣ௞ିଵ
ିଵ ,௞ିଵܥ

′ݎ ൌ ݎ െ෍ܿ

ே

௜ୀଵ

′௞ିଵܣ௞ିଵ
ିଵ ܴ௞ିଵ.

 

После обнуления всех ݔ௜ мы получим уравне-
ние ܿ′݁ ൌ ݁ таким образом ,′ݎ ൌ ܿ′ିଵݎ′. Подставляя 
найденное значение в (9) для всех ݅ ∈ ሾܰ: 1ሿ, нахо-
дим: 

݁ ൌ ܿ′ିଵݎ′
ேݔ ൌ ேܣ

ିଵሺܴே െ ே݁ሻܥ
௜ݔ ൌ ௜ܣ

ିଵሺܴ௜ െ ܾ௜ାଵݔ௜ାଵ െ ௜݁ሻܥ ݅ ∈ ሾܰ െ 1: 1ሿ.
 

Легко найти, что данный алгоритм работает 
за линейное по ܰ и кубическое по ݊ время. 

Прогнозирование значения тропосферной  
задержки по двум наблюдениям 

Одной из важных задач анализа ZWD являет-
ся прогнозирование значения в тот момент време-
ни ݐ∗, когда наблюдение не производится. 

Пусть ݔො — оценка параметров. Ее ковариация 
в случае модели с трендом определяется по фор-
муле 

൬ሺߪ
ିଶId ൅ Qିଵሻ ଶGିߪ
ଶG்ିߪ ଶG்G݁ିߪ

൰
ିଵ

 

или по формуле 

ሺିߪଶId ൅ Qିଵሻିଵ 

в случае модели без тренда. 
Поскольку процесс марковский, его распреде-

ление в момент времени ݐ∗ однозначно определя-
ется по двум ближайшим значениям ሺݔ௜,  ,௜ାଵሻݔ
௜ݐ ൏ ∗ݐ ൏ -௜ାଵ. Воспользовавшись формулой условݐ
ного распределения для многомерного нормально-
го распределения, получим: 

ሻ∗ݐሺ݁ሺ݌ ൅ ,݁|ሻ∗ݐሺݔ ,௜ݔ ௜ାଵሻݔ ൌ

ൌ න ൬
௜ାଵݐ െ ∗ݐ
௜ାଵݐ െ ௜ݐ

௜ାଵݔ ൅
∗ݐ െ ௜ݐ
௜ାଵݐ െ ௜ݐ

௜ାଵݔ ൅ ሻ݁൰∗ݐሺܩ ∙
Թయ 	

∙ ,௜ݔᇱሺ݌ ,௜ାଵݔ ݁ሻdݔ௜dݔ௜ାଵd݁,

 

где ݌′ሺݔ௜, ,௜ାଵݔ ݁ሻ — плотность распределения полу-
ченной оценки параметров. Аналогично, для слу-
чая модели без тренда: 

,௜ݔ|ሻ∗ݐሺݔሺ݌ ௜ାଵሻݔ ൌ

ൌ න ൬
௜ାଵݐ െ ∗ݐ
௜ାଵݐ െ ௜ݐ

	௜ାଵݔ ൅	
∗ݐ െ ௜ݐ
௜ାଵݐ െ ௜ݐ

௜ାଵ൰ݔ
Թమ

,௜ݔᇱሺ݌  .௜ାଵݔ௜dݔ௜ାଵሻdݔ

Данный интеграл можно трактовать как ма-
тематическое ожидание линейной функции от 
многомерного нормального распределение, так что 
он легко вычисляется методом Монте-Карло. 

Обработка данных РВП-наблюдений 
Для вычисления параметра случайного блуж-

дания были взяты ряды наблюдений РВП на 
станциях «Светлое», «Зеленчукская» и «Бадары» 
за 2019 г. с временным разрешением 1 мин. Ос-
новные цели обработки следующие: 

1) определение параметра случайного блуж-
дания ߔ для моделей с трендом и без тренда на 
суточном интервале; 
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2) проверка удовлетворения данных априор-
ным условиям модели. 

На практике поиск параметров происходил 
следующим образом. На первом шаге производи-
лась предварительная фильтрация общего масси-
ва данных. При этом удалялись данные в момен-

ты времени, когда значение напряжения датчика 
осадков РВП превышало некоторое пороговое зна-
чение. Это необходимо, поскольку показания РВП 
во время осадков некорректны [9]. Также удаля-
лись наблюдения, отличающиеся от ближайших 
соседних наблюдений более чем на 10 мм. 

 

Рис. 1. Значение параметра ߔ для станций «Светлое», «Зеленчукская», «Бадары». Красными точками отмечены 
значения, удовлетворяющие гипотезе о нормальном распределении, синими — не удовлетворяющие (тест Шапиро – 
Уилка, уровень значимости ߙ ൌ 0.001) 
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После предварительной фильтрации данные 
разбивались на (пересекающиеся) суточные ин-
тервалы, начинающиеся в 0, 4, 8, 12, 16, 20 часов. 
Для каждого интервала производилась априорная 
оценка сверху дисперсии инструментального шу-
ма ߪ୫ୟ୶ଶ . Далее, для каждого значения дисперсии 

ଶ из множества ሼሺ0.01݊ሻଶሽ௡ୀଵ௞ߪ  (݇ — максимальное 
целое, не превосходящее 100ߪ୫ୟ୶) производился 
поиск параметра ߔ для моделей с трендом и без. 
После этого производился анализ остатков мето-
дом построения 90 %-ого доверительного интерва-
ла для невязок и наблюдения-выбросы убирались 

 

 

Рис. 2. Плотность разности спрогнозированного на одну минуту и реального значений влажной задержки в зенит; 
для сравнения также указаны нормальное распределение ࣨ и распределение Лапласа ࣦ 
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из последовательности. Данные действия прово-
дились до тех пор, пока оставались выбросы. 

На последнем шаге для каждой пары ሺߪଶ,  ሻߔ
вычислялось p-значение критерия нормальности 
Шапиро – Уилка. Среди всех пар ሺߪଶ, -ሻ выбираߔ

лась та пара, которая давала максимальное  
p-значение. В случае, если данное значение пре-
вышало 10ିଷ, интервал признавался удовлетво-
ряющим модели, в противном случае модель при-
знавалась не соответствующей наблюдениям. 

 

 

Рис. 3. Плотность разности спрогнозированного на один час и реального значений влажной задержки в зените. Для 
сравнения также указаны нормальное распределение ࣨ и распределение Лапласа ࣦ 
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Полученные результаты изображены на 
рис. 1. Как видно из рисунка, нормальность рас-
пределения остатков в большинстве случаев не 
выполняется как для модели без тренда, так и для 
модели с трендом. В частности, для станции «Ба-
дары» данное условие не верно почти всегда в те-
чение года; для станций «Зеленчукская» и «Свет-
лое» условие не выполняется с середины апреля до 
конца октября. Чаще всего условие нормальности 
выполнено поздней осенью, зимой и ранней вес-
ной (с ноября по апрель) на станции «Бадары». 

Отметим, что именно в эти месяцы наблюда-
ются малые значения ZWD, в том время как с се-
редины весны до середины осени значения ZWD 
существенно больше, максимальное значение до-
стигается в июле. Таким образом, можно предпо-
ложить, что описание ZWD как нормального слу-
чайного блуждания хорошо работает только в том 
случае, если ее величина не превосходит некото-
рого значения. 

Другим методом проверки соответствия дан-
ных описанным моделям было исследование соот-
ветствия предсказательной способности модели. 
Для этого из анализируемых данных заранее бы-
ли удалены некоторые наблюдения ݔ௥௘௔௟, значение 
которых требовалось восстановить по выборке. 
При использовании описанного способа прогнози-
рования были оценены значения удаленных 
наблюдений ݔ௘௦௧ и дисперсия оценки ߪ௘௦௧ଶ . В случае 
если модель верна, набор данных ௫ೝ೐ೌ೗ି௫೐ೞ೟

ఙ೐ೞ೟
 должен 

быть выборкой из несмещенного нормального рас-
пределения с единичной дисперсией. 

Полученные результаты изображены на 
рис. 2–3 для точек, удаленных на минуту и час 
соответственно. Как легко заметить, полученные 
распределения не являются стандартным нор-
мальным распределением ни для какой из моде-
лей: в полученных распределениях можно заме-
тить некоторую компоненту, похожую на распре-
деление Лапласа с плотностью ݌ఈሺݔሻ ൌ

ఈ

ଶ
݁ିఈ∥௫∥, где 

большая вероятность отклонений, близких к нулю, 
и более тяжелые хвосты. Кроме того, прогноз на 
час не дает единичную дисперсию, как это должно 
следовать в случае, если бы данные соответство-
вали нормальному случайному блужданию. 

Заключение 
Таким образом, показано, что применяющаяся 

в некоторых программных пакетах модель описа-
ния влажной компоненты задержки радиосигнала 
в зените как случайного блуждания адекватно 

описывает данные лишь в тех случаях, когда зна-
чение ZWD малы. В ином случае аппроксимация 
не дает достаточной точности прогнозов и, следо-
вательно, должна с осторожностью применяться 
для стохастической аппроксимации данного пара-
метра в методе фильтрации и сглаживания Кал-
мана. Наконец, в случае если данное приближе-
ние применяется, следует отдать предпочтение 
модели с трендом, которая дает несколько лучшее 
приближение. 

Также, исходя из графиков плотности прогно-
зов 2 и 3, можно сделать предположение, что ZWD 
является не нормальным случайным блужданием, 
а суммой нормального и лапласовского случайных 
блужданий — то есть процессом, чьи значения ݔଵ, 
 ଶ связаны соотношениемݐ ,ଵݐ ଶ в моменты времениݔ

ଶݔ െ ଵݔ ∼ ࣨሺ0,ߔ௡ሻ ൅ ࣦሺ0, √ଶ

ః೗ඥminሺ௧భ,௧మሻ
ሻ. Данное пред-

положение требует дальнейшего изучения. 
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